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LA FUNCION DETERMINANTE

ﬁefinicién: \
La funcion determinante esta definida det: R™" —» R , que satisface las
siguientes condiciones:

1. det(l,) =1

2. det(Cq, -+, Ci +Cf,-++,C) = det(Cl, +,Ci,+++,Cp) +det(Cq, -+, Ci, -, Cp)
3. det(Cq, -, aCy, - n) = adet(Cy, -, C;, ---,Cn),a ER

4. det(Cy,-+,C,-+,C,,Cy) =0

Qonde A= (Cy,-,C;++,Cp) y C;eslacolumnai — ésima de A. /

Nota:
El determinante de una matriz A sera denotado por det(4) o por |A]|.
La definicion de determinante se puede presentar con las columnas o las filas.
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PROPIEDADES

KeaA= (Cy, -+, Cy, -, Cy) , sSe cumple: \
det(Cy, -+, C;, -+, C

i Ciyeee, Cn) — det(Cl, o, Cjy oo, Cyy oo Cn)
det(Cy,++,0,++,C,) = 0
det(Cy,++,Cy, -+, aCy,+,Cy) = 0,a € R
det(Cy, -, C;, +aC; -+, Cj, -+, Cp) = det(Cy, -+, C;, -+, Cj, -+, Cp), @ € R.
det(aA) = a™det(4),a € R.
det(4) = det(A4").
det(AB) = det(A) det(B)
det(4A™) = (det(4))™,m € N.
det(4™1) = (det(4))™!, A esuna matrizinversible. /

NS RN W

10. A es una matriz inversible siy solo si det(4) # 0.

<

Nota:
A partir de la definicién se pueden comprobar las siguientes formulas.
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DETERMINANTE DE ORDEN 1

det(|ay1]) = aq4

DETERMINANTE DE ORDEN 2

a1 a

det(4) = My oy

= A11A322 — Q210412
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Regla de Sarrus (solo para 3x3)

a1 Q12 Qais aii 3 a
det(A) = (@21 Q2 Qz3| = |Qz1 Q3
az1 Qa3 Aass asz; a a

det(A) = |A| = aq1a32a33 + a1,a33a31 + A13a21a37 = Q13022031 ~ A11023032 = Q12021033
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EJEMPLOS

1. Si en una matriz cuadrada, se tiene una fila (o columna) de ceros el
valor de su determinante es cero. (Propiedad 2)

2 2 6 7 3 0 4 6
gggzoooooz 0 0 3 of _,
T "2 8 5 7 7 0 6 5

2 6 8 3 2 0 8 7

2. Si en una matriz se tiene dos filas o dos columnas proporcionales, el

valor del determinante de esa matriz es cero. (Propiedad 3)

0, |8 3 6/=0
4 8 2 6 3 4 8
2 4 8 7
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3. Si en una matriz se intercambian dos filas (o columnas), el valor de su
determinante cambia de signo. (Propiedad 1)

1 4 5 6 2 2 6 7
3 5 4 6/ _ 35 46
2 2 6 7| |1 4 5 6
7 7 6 6 7 7 6 6
2 4 5 6 4 2 6 7
4 5 4 6| _ |5 4 4 6
2 2 6 7| |2 2 5 6
7 7 6 6 7 7 6 6
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4. Si en la matriz en un determinante se intercambian un numero par de
filas (o columnas), el valor del determinante no varia.( Propiedad 1)

1 7 5 6 2 2 6 7 2 7 6 2 1 7 5 6
3 54 6/_ |35 46|_ [ 36 4 5|_[35 4 6
2 2 6 7| 11 7 5 6| 1 6 5 71| 12 2 6 7
7 7 6 6 7 7 6 6 7 6 6 7 7 7 6 6

5. El determinante de una matriz no varia si una de sus filas (o columnas)
de la matriz, se le suma cualquier otra fila (o columna) por una
constante. (Propiedad 4)

2 6 5 6 2+10 6 5 6
0 3 4 7/ |0+8 3 4 7
1 2 8 8 |1+16 2 8 8
4 8 4 5 44+8 8 4 5
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3 6 9 7 1+2 6 9
8 5 4 6| |4+4 5 4
9 6 5 7| |8+1 6 5
8 9 7 8 246 9 7

o U1 —

O J O Jd

2
5
4
6
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7

7
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N oSO

N Oy

NN
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/6. Siun determinante tiene una fila (o columna) la cual es la suma de dos
filas (o columnas), su valor es la suma de los 2 determinantes que la
suma determina. ( Condicion 1)

6 9 7
5 4 6
6 5 7
9 7 8

/. El determinante de la matriz A de orden n Xn, coincide con el
determinante de su transpuesta. ( Propiedad 6)

9

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-1



. 8. Si Ay B son matrices del mismo orden n X n, se cumple: |[AB| = |A||B]|.
(Propiedad 7)

6 2112 21l _|l[6 2112 21| _ B
‘_2 6] 13 6”_‘2 6] 13 6”_32(6)_192

9. Si en un determinante se tiene una fila (o columna), multiplicada por
una constante, el determinante quedara multiplicada por dicha
constante. (Condicion 3)

a 3a 4a 5a 1 3 4 5
b 3b 5b 6b - 1 3 5 6
4 5 6 7 4 5 6 7
5 4 7 7 5 4 7 7

\ 10
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10. Para cualquier matriz A de orden n, se cumple: |[r4| =" |A|,r €N
(Propiedad 5)

/
J

1 3 4 5 1 3 4 5
2 6 4 5|[_ 42 6 4 5
1 7 4 7 1 7 4 7
1 8 9 5. 1 8 9 5
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PROPIEDADES ADICIONALES

1. El valor del determinante de una matriz A antisimétrica de
orden impar, es cero.

2. Para cualquier matriz idempotente, su determinante es 0 o 1.
3. El valor del determinante de una matriz nilpotente es cero.

4. El determinante de una matriz triangular (diagonal), es igual al productc
de los elementos de su diagonal.

Prueba:
1.|Al = |AT| = |-4] = (D)™ |A| = —-|A| - 2]|4|=0 - |A]| =0

. 2.A°=4 - |A?|=14] - |4](JA|-1) =0 > |[A|=0V |4| =1
\
L 3|4 =10pxal » 141F=0 > |A] =0
\
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1
3
9

1
4
16

1
5
25

27 64 125 216

1
6
36

j>i

~ H(aj —a;)

j>i

Ejemplo: Determine el valor del siguiente determinante

— n(aj —a;))=(6-5)(6-4)(6-3)(5-4)(5-3)(4—-3) =12
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MENORES DE UN ELEMENTO

- El menor M;; del elemento a;; de la matriz A = [a;| _ es el determinante

de la matriz en la cual se ha omitido la fila i, y la columna j.
El determinante de un menor es un determinante de orden uno menos del
orden del determinante |A|.

Ejemplo: Determine los menores M;,, M5, del siguiente determinante
2 3 5 7

2 1 6 7
2 8 5 7
4 3 5 7

{ 2 6 7 2V
\\ M12 = |2 5 7l = 14 M32 = |2 6 7|= —14
| 4 5 7 4 5 7
\L 14
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COFACTOR DE UN ELEMENTO

El cofactor C;; de un elemento a; de la matriz A = [ai]-]nxn se define

CcCOomao. Cl] — (—1)l+]Ml]
Asi definimos la matriz de los cofactores de A denotada Cof(A4) = [Cii]nxn

como la siguiente matriz: Cof(A4) = [C,-]-]

nxn’
1 2 4
Ejemplo: SiA= (5 6 7| determinemos la matriz Cof(4).
8 9 0.
-(_1)1+1M11 (_1)1+2M12 (_1)1+3M13-
Cof (A) = [cij| = |(=1)*""Mpy (=1)*"*Mpy (=1)**3My;
\ (—1)°"™M3;  (—1)°**M3, (—1)°TMs3)
15
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e U1 &0 = OO Ul
O O O DN OO

Ul Do o0 Ul O Oy

N D OO
I

NSO O
Ul = OO = 0 Ul

[—63 56 —3]
=| 56 —32 7
L —6 13 —3.
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DESARROLLO DE LAPLACE

Dada una matriz A = [ay|  definimos el valor del determinante de la

matriz como:

n

|A| = z aiofCin = aiolciol 0 aiozci02+ ai03Ci03+...+ aioncion» 1< iO <n
j=1

O tambieén:

n

|A| = z aijOCijO = a1j0C1]-0 + a2j0C2j0+ a3j063j0+...+ anjocnjo ) 1< iO <n
i=1
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3 5 7 4
Ei lo: : : 2 4 2 3
jemplo: Determine el valor del determinante 7 6 4 3
6 3 5 8
Resolucion:
Aplicando la operacion elemental f; - fi + £+ f5 + fa
18 18 18 18 1 1 1 1
2 4 2 3|_,q2 4 2 3 %(2)82
7 6 4 3 7 6 4 3] =18|, ° ", |=-504
6 3 5 8 6 3 5 8 sy
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Ejemplo: Determine el valor del siguiente determinante

3 4 7 9

S W O

6 8
SEONS
3 8

DN DD

Respuesta: —609
19
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Ejercicio:
Indiqgue el valor de verdad de las siguientes afirmaciones, donde

N ={A=ay]__ /Al <o}
. 3BEeN/|B|l=-1.

. VA, BEN : |AB| > —1.
. VALBEN : AB€ N.

Respuesta: VVF
20
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MATRIZ SINGULAR Y NO SINGULAR
Definicidn:
Si una matriz A = [a,-]-]nxn cumple que |A| # 0 se dice que es una matriz

no singular. En caso |A| = 0 se dira que es una matriz singular.

Ejercicio:
Determine el valor de verdad de las siguientes afirmaciones, donde

N ={4=ay]__ /4l <o}

Il B4+CeN->B,CEeEN.
. BCeN - B,C € N.
. B°eN - B € N.

IV. BeN - BT e N. Respuesta: FFVV
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/
" Problema:

Sabiendo que |A| = 3, matriz cuadrada de orden 3, determine el

valor de:
- 14]A~T|A2]
64|42
Respuesta: 3
Problema.
Determine el orden de la matriz cuadrada 4, si |42|4]| = |A|°.

Respuesta: 4
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/

/
Ejercicio 1:

x—1 3x
4 = 2y  y+1
X+ 2 0
y—1 1
entonces |A| es igual a:
a)x+y b) x*+y+4
d) x? — y% + 2xy e) x> +y3

Si x e y son numeros reales y se tiene la matriz

y+2x y+1

2—y 1
1 x+3

X+2 x+vy

c)0

23

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-1



x+1 3x y+2x y+1
2y y+1 2-—y 1

X+ 2 0 1 x+ 3
y—1 1 X+2 x4y

Se pide: |A| =

Efectuando C; — C,; C, — C5

18 =223 /3 X P VR Z56 RN\ RS ¢
VA=V LV AL ' Z SRR Gl
X+ 2 0 1 X+ 2
y— 2 1 a2l BV o2

4] =

) son iguales
Notese que C; = C,

Al =0
Rpta.: c
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Ejercicio 2:

Determinar el numero de factores primos de

a> 1 a
F(a,b,c)=1|b3 1 b
c ol e

a) 2 b) 3 c) 4
d) 5 e) 6

25
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Solucion:

Efectuando F, — F;; F; — F;

F(a; b; ¢) = b3 — a3

o
Sy
I
Q

Por el teorema de Jacobi:

F(a; b; ¢) =

o>
w w

| KRN
UJQUJ
o—e—»aé?—»

o

|

Q
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3 _ 43 _
F(Cl; b, C) — b3 a3 b a‘
cC-—a C —a

(b —a)(a*+ab +b?) (b—a)

F(a;b;c) = (c—a)(a®?+ac+c?) (c—a)

2 2
Fa:b:c) = —(b — . a“+ab+ b- 1
(a; b; c) (b= a)(cega) a’+ac+c? 1

F(a;b;c) = —(b—a)(c —a)(a® + ab + b? — a? — ac — ¢?)

F(a;b;c) = (a — b)(c — a)(ab + b? — ac — ¢?)
F(a;b;c) = (a—b)(c —a)[b? — c* + ab — ac]

F(a;b;c)=(a—b)(c—a)|[(b—c)(b+c)+a(b—)]
F(a;b;c) =(a—b)(c—a)(b—c)(a+ b+ c)

= N.% de factores primos = 4

Rpta..c ,
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" Ejercicio 3:

Determinar el valor de u si

u= |det

U1 o DN W
A

N = = O

SN N A
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Solucion:
Sea:

4] =

SN N D

Ul N W
I
w

N = = O

Efectuando F; — 2F,

|4

=N DN O

DN

I

N
ON = A
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Efectuando F; — F,; F, — 2F,

-1 19

Al=T","",
LZeqil9

S O PP B

Propiedad.

-1 19 4
Al=22 4 0
1 19 4
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Efectuando F; — F,

Al =212 4

Propiedad.
_ 2 4
|A| = 8(—8) = —64
Finalmente tenemos:
U= V—64

u=—4
Rpta.: e
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Ejercicio 4:

Dada la matriz cuadrada 4, se denomina valores propios de la matriz A a
los numeros x que satisfacen la ecuacién |A — xI| = 0. Halle los valores
propios de la matriz A, si

227508 X
A=|-1 0 =2
N !

32
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Solucion:

De la ecuacion |A —xI| =0;conl ={0

Por operaciones elementales

F, —F, = F o

—1 —1

2—x =2 —2
—1 —X —21=0
—1 -1 1—x

0
0 |, se tiene

0

L — I 0 1-x x—-3|=0

1—x

33
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>3 —x 2x—5 0
C,—Ci| O 1—-x x-3|=0
—1 0 1—x

Por la regla de la estrella
B—-x)x—-1)?—-(x—-3)2x—-5)=0
> B-2)|(x-1D%?-2x-5|=0
> B3—-x)(x*—-4)=0

Dedondex =3 VvV x=2 V x=-2

Por lo tanto, los valores propios son 3; 2; —2.

34
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/ Ejercicio 5:

Dada la ecuacion matricial

0O 0 a\ /%1 a+b
O b O)(X2])=|b+cC
c 0 0/ \X3 c+a

calcule el valorde (x; —1)(x, — 1)(x3 — 1).

Solucion:

Escribimos la ecuacion asi:

axs a+b
bx; |={b+c
CX1 c+a

35
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Por igualdad de matrices

b
axs;=a+b < alx3—1)=b o x3—1= ,
C
bx,=b+c < blx,—1)=c < xz—lz(g)
a
CX1=C+Cl <> c(x1—1)=a > xl—lz(z)
(=Dl — Dz —1) ===~ =1
xl XZ .'X,'3 —C b a_

36
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